Axiomatische Grundlagen des Bernoulli-Prinzips

Einordnung des Bernoulli-Prinzips

Im Rahmen der praskriptiven Entscheidungsthecrie
stellt das Bernoulli-Prinzip das geschlossenste theore-
tisch fundierte Entscheidungskriterium tur Risikositua-
tionen dar.

Unter einer Entscheidung bei Risiko versteht man die
Auswahl einer von mehreren sich gegenseitig ausschlie-
fenden Handiungsalternativen a; (i = 1,...,m), deren Er-
?ebnisse e; vom Eintritt eines Umweltzustandes s; (j =
....,n) aus einer Menge méglicher Zustéande abhangen.
Dabei ist der Entscheidungstrager in der Lage, jedem
moglichen Umweltzustand eine (objektive oder subjek-
tive) Eintrittswahrscheinlichkeit zuzuordnen, so dall jede
Alternative durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
iber die Ergebnisgrife (Lotterie) charakterisiert ist.

Die theoretische Basis des Bernoulli-Prinzips, aus der
sich die Begrindung als rationales Entscheidungskrite-
rium ergibt, bildet das System der Axiome rationalen
Verhaltens. Hierbei handelt s sich um eine Klasse von
S&tzen, die nicht im mathematischen Sinne bewilesen
werden kdnnen, sondern lediglich plausible Grundanfor-
derungen an rationales Handeln formulieren. Aus ihnen
lassen sich durch logische Deduktion alle Aussagen des

Bernoulli-Prinzips zwingend ableiten.

Akzeptiert ein Entscheidungstrager die mit diesen Axio-
men verbundenen Verhaltenspostulate, so existiert eine
auf der Menge aller Ergebnisse definierte kardinale Risi-
konutzenfunktion u(e) .

Der Praferenzwert einer Alternative ergibt sich dann
beim Bernoulli-Prinzip als Erwartungswert der ihren Er-
gebnissen entsprechenden Nutzenwerte:

n

o(a) = E[u(e;)] = 2 P8y u(ey)

ji=1

Optimal ist diejenige Alternative, die den hochsten Nut-
zenerwartungswert aufweist,

Ermittlung der Risikonutzenfunktion

Um das Bernoulli-Prinzip anwenden zu kénnen, muB der
Entscheidungsirdger zunéchst seine individuelle Risiko-
nutzenfunktion ermitteln.

Eine besonders einfache und anschauliche Vorgehans-
weise stallt die Bernoulli-Befragung dar, die im Einklang
mit den Axiomen rationalen Verhaltens steht und die
Giltigkeit des Bernoulli-Prinzips fur den Entscheidungs-
trager unterstellt. Als gebrauchlichste Variante der
Bernoulli-Befragung soll hier die Methode variabler
Wahrscheinlichkeiten vorgestellt werden.
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In einem ersten Schritt wahit der Entscheidungstrager in-
nerhalb der Menge aller méglichen Ergebnisse das flrihn
glinstigste Ergebnis & und das unginstigste Ergebnis e,
S0 n:ialgI alle anderen Ergebniswerte e im Praferenzsy-
stemn des Entscheidungsiragers IWiED“IEI‘I @ und ¢ lie-

en: &ze;=e . Dem Ergebnis e wird der Nulzenwert
u(e) = 0, dem Ergebnis & der Nutzenwert u(gl=1 zu-
geordnet, Auf diese Weise wird die Risikonutzenfunktion
auf das Wertintervall zwischen 0 und 1 normiert.

Urn die Nutzenwerte fiir die Ergebnisse g zu ermitteln,
wird der Entscheidungstrager jeweils vor die hypotheti-
sche Wahl zwischen dem sicheren Ergebnis &;; und einer
Lottarie. die mit der Wahrscheinlichkeit p zu dem Ergeb-
nis & und mit der Gegenwahrscheinlichkeit (1 - p) zu @
fiihrt, gestellt, Diese einfache Lotterie wird auch als Ba-
sis-Referenz-Lotterie bezeichnet und kann wie folgt

dargestellt werden:

- \
ADD. 1

E

Der Entscheidungstrager muB nun einen kritischen
Wahrscheinlichkeitswert pj; angeben, bei dem er gera-
de indifferent zwischen dem sicheren Ergebnis und der
Basis-Referenz-Lotterie ist:

g€ Abb.2

Bei dem sicheren Ergebnis handelt es sich dann um das
Sicherheitsaquivalent der betrachteten Lotterie.

Unter der Vorausseizung der Giltigkeit des Bernoulli-
Prinzips muB der Nutzenwert des sicheren Ergabnisses
mit dem Nutzenerwartungswert der Basis-Referenz=
Lotterie Ubereinstimmen:
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u(ey) = pjj -u(@)+(1-p;;)-u(e)
Aufgrund der vorgenommenen Normierung folgt:
u(e;) = pj

Das bedeutet, daB die durch die Bernoulli-Befragung er-
mittelte Indifferenzwahrscheinlichkeit P als Nutzen-
wert der ErgebnisgréBe &; aufgefaBt werden-kann, Da-
neben ist jedoch auch jeder andere Wert, der durch eine
positiv-lineare Transformation aus p; hervorgsht, als
Nutzenwert denkbar. Eine Umformung der obigen Glei-
¢hung zeigt diesen Zusammenhang:; '

uley) = u(e) +u(@)-u(e)l pj
fur beliebige ure), u(e) mit ufe)-ue)z0

Mit Hilte der Bernoulli-Befragung kénnen flir beliebig
vicle Ergebniswerte die zugehcrigen Nutzenwerte ermit-
telt werden. Die Risikonutzenfunktion erhdlt man dann
mittels linearer Interpolation oder Approximation durch
einen vorgagebenan Funktionstyp,

Axioma rationalen Verhaltens

Anhand eines Beispials soll nun gezeigt werden, wie die
Entscheidung gemaB dem Bernoulli-Prinzip zwingend
aus den Axiomen rationalen Verhaltens abgeleitet wer-
den kann, Dabei wird das Axiomensystemn von Luce/
Ratffa (1257) zugrunde gelegt.

Gegeben sei folgende Ergebnismatrix, wobei sich die

darin enthaitenen Ergebniswerte auf positiv bewertete

gaqhu;;erhalte. beispielsweise Einkommen oder Gewinn,
ezlenen:

:H:I. t.:I- 'E'q
ple,) = 0,35 ole,) = 0,5 e, ) = 038
a, & 1 100
a, 25 v 64 Abb. 3

Angenommen, bei einer Bernoulli-Befragung wurde fiir
den (risikoaversen) Entscheidungstriger die Risikonut-
zenfunktion u(e) = 0,1 - Je ermittelt, so daB sich fir die
Alternativen folgende Praferenzwerte ergeben:

0,35-0,1-./89+0.5-0,1- /4+0,15-0,1- /100

dlay) =
= 0, 355 und

$(a,) = 0.35-0,1- 25+0,5-0,1.- JU+0.15-0,1. /64
= 0, 295.

Nach dem Bernoulli-Prinzip wird der Entscheidungstra-
ger Alternative a, wahlen, da diese den htheren Nutzen-
erwartungswert aufweist. Zum gleichen Ergebnis kommt
der Entscheidungstrager, wenn er die Axiome rationalen
Verhaltens sukzessive anwendet.

Nach dem Ordinalen Prinzip existiert auf der Menge der
Ergebnisse eine vollstandige, transitive Priferanzord-
nung. Unter Vollstdndigksit wird verstanden, daB der Ent-
scheidungstrager alle Ergebnisse paarweise mitginander
vergleichen kann. Erist also in der Lage, fir zwei beliebige
Ergebnisse anzugeben, ob er das eine Ergebnis dem an-
deren vorzieht oder ob er indifferent zwischen beiden ist.
Transitivitédt bedeutet, daf aus den vom Entscheidungs-
trager angegebenen Préferenzrelationen e,ze, und
&, 2 e, auch e, = e, folgt.

In dem betrachteten Beispiel ist der Entscheidungstra-

ger bei GUligkeit des Ordinalen Prinzips in der Lage, das
gunstigste Ergebnis e = 100 und das unglnstigste
¢ = 0 zu bestimmen.

Das Stetigkeitsprinzip besagt, daB der Entscheidungs-
trager eine Wahrscheinlichkeit p;; angeben kann, fur die
er zwischen einem sicheren Ergebnis e, (mit Ez e, zg)
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und der Basis-Referenz-Lotterie indifferent Ist:
e;;— (8: p;; ;e)

In dem Beispiel wiirde der Entscheidungstriger bei einer
Befragung - soweit er kongistente Angaben macht - dje
folgenden, fett gedruckten Indifferenzwahrscheinlich-
keiten angeben:

Q=4 ~ (100;0,2: 0)
g1 =9 ~ (100;0,3;0)
e, = 25 - (100;0,5; 0)
Esg = 64 ~ (100; 0,8: 0)

Fiir & und e gilt natdrlich pz;"= 1 und p,”= 0.

Im nachsten Schritt kann nun jedes Ergebnis e; der Al-
ternative a; durch die ihm &quivalente Basis-Referenz-
Lotterie ersetzt werden. Gemds dem Substitutionsprin-
Zip ist der Entscheidungstridger zwischen der so ent-
standenen zw&istuﬁ?en Lotterie 2", und der urspringli-
chen einstufigen Lotterie a; indifferent. Fiir die beiden

Alternativen des Beispiels qilt:

0.3 100
P el D.3%5 _ §
?;iﬂf_lﬂﬂ ﬂf##,gfa##
: -«:’—-ms{\ - A 0,54
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Abb. 4
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Abb. 5

Nach dem Reduktionsprinzip sieht der Entscheidungs-
trager die zweistufige Lotterie a’;, die nur noch die bei-
den Ergebnisse & und e enthélt, und eing einstufige Lot-
terie a”;, bei der beide Ergebnisse jeweils mit derselben
Wahrscheinlichkeit eintreten, als gleichwertig an. Dig
den Alternativen a’y und a. &aquivalenten einstufigen
(Basis-Referenz-)Lotterien lauten:

0.3 1

Abb. 6
0,5 100
0,35 0,35:0,5+0,15 ‘0,8 . 100
0.5 o
A 0.5 o - a5
.0 40
0,1
4, =
Abb. T

GemaB dem Dominanzprinzip wird von zwei Basis-Re-
ferenz-Lotterien digjenige vorgezogen, bei der das glin-
stigste Ergebnis die groBere Eintrittswahrscheinlichkeit
aufweist, 50 dafl in dem Beispiel 2% zu wahien ist.
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Bei Giltigkeit des Transitivitatsprinzips bezlglich der
Handlungsalternativen folgt aus a -a’, und a;—a"
auch g -a" . In dem Beispiel ergibt sich dann wegen
a% =a’, unmittelbar a,>a,.

Gewahlt wird also die Alternative, deren dquivalente Ba-
sis-Referenz-Lotterie die ndhere Eintrittswahrscheinlich-
keit flir & aufweist. Diese Wahrscheinlichkeit, die sich als
gewogene Summe der vom Entscheidungstrager srmit-
teiten Indifferenzwahrscheinlichkeiten (und damit Nut-
zenwerte] ergibt, stimimt im vorliegenden Bsispiel fir
jede Alternative gerade mit dem Prafarenzwert bei urimit-
telbarer Anwendung des Bernoulli-Prinzips liberein. Es
zeigt sich, daB der Entscheidungskalkil des Bernoulli-
Frinzips auf die schrittweise Anwendung der Axiome ra-
tionalen Verhaltens zurlickgefiihrt werden kann.

SchluBbemerkung

Neben dem hier vorgesteliten Axiomensystem von Luce/
Raiffa wurden weitere Axiomeansystemeé entwickelt, die

ledoch letztlich zu demselben Erwartungsnutzenkalkiil
flhren, Die jeweiligen Axiome rationalen Verhaltens - vor
allem das Substitutionsprinzip - sind in der Literatur kon-
trovers diskutiert worden, bis heute qibt es aber kein
dem Bernoulli-Prinzip Gberlegenes Entscheidungskrite-
rium, um in Risikosituationen Entscheidungen zu treffen,
die dem Anspruch der Rationalitat geniigen.
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